Matematika
Specializacio

11-12. évfolyam

Ez a szakasz az eddigi matematikatanulds 12 évének szintézisét adja. Egyben kiteljesiti a
kapcsolatokat a tobbi tantdrggyal, a mindennapi ¢élet matematikaigényes elemeivel. A
matematikatanuldsban  kialakult rendszeresség, problémamegoldd készség az ¢élet
legkiilonbozdbb teriiletein segithet, ezt célszerii tudatositani is a tanuldkban.

Ez a tantervi elem az emelt szintli érettségire ¢s a matematika fdiskolai-egyetemi
tanuldsara vald felkészitést célozza meg. A problémamegoldd készségen til az emelt szintli
szobeli érettségire fontos az 0Onalld rendszerzés, lényegkiemelés, torténeti attekintés
készségének kialakitasa, alkalmazasi lehetdségek megtaldldsa, kapcsolatok keresése
kiilonboz6 témakordk kozott.

Ebben az iddszakban attekintését adjuk a korabbi évek ismereteinek, eljarasainak,
problémamegoldé modszereinek, emellett sok, gyakorlati teriileten széles kdrben hasznalhaté
tudast is kozvetitiink, amelyekhez kell az el6z6 évek alapozasa, és amelyek kissé Osszetettebb
problémak megoldasat is lehetévé teszik. Az érettségi el6tt mar elvarhatd tobbféle ismeret
egyiittes alkalmazdsa. Minden téméaban nagy hangsullyal ki kell térniink a gyakorlati
alkalmazasokra, az ismeretek mas tantargyakban valo felhasznalhatdsagara.

A sorozatok, kamatos kamat témakor kivaloan alkalmas a pénziigyi, gazdasagi
problémakban val6 jartassag kialakitasara. A kordbbiaknal is nagyobb hangsulyt kell fektetni
a kiilonboz6 gyakorlati problémak optimumat keresé feladatokra. Ezért az ilyen problémak
elemi megoldasat kiilon fejezetként iktatjuk be.

Az analizis témakorben a szemléletesség segiti a problémak atlatasat, az egzaktsag
pedig a felséfoku képzésre valo késziilést.

A rendszerezd Osszefoglalas, til azon, hogy az eddigi matematikatanulds szintézisét
adja, mintaként szolgalhat a késébbiekben is barmely teriileten végzett 6sszegz6 munkahoz.



11. évfolyam

Heti 6 ora

Tematikai egység cime orakeret
1. Gondolkodasi és megismerési mddszerek 19 6ra
2. Szamtan, algebra 58 ora
3. Osszefiiggések, fiiggvények, sorozatok 30 ora
4. Geometria 64 ora
5. Val6szinliség, statisztika 24 6ra
Osszefoglalas, gyakorlas, ismétlés 116ra
EllenOrzés, szamonkérés 10 6ra
Az 0sszes Oraszam 216 ora

Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Gondolkodasi mdédszerek, halmazok, matematikai logika, Orakeret
kombinatorika, grafok 19 ora

Elozetes tudas

Matematikai allitdsok elemzése, igaz és hamis allitdsok. Logikai
miiveletek: NEM, ES, VAGY. Skatulyaelv, logikai szita. Sorbarendezési
és kivalasztasi feladatok, graf haszndlata feladatmegoldasban. Graf,
csucs, €l, fokszam.

A tematikai egység | Kordbban megismert fogalmak ismétlése, elmélyitése. Kombinatorikai és
nevelési-fejlesztési | grafelméleti modszerek alkalmazéasa a matematika kiilonbozd teriiletein,
céljai felfedezésiik a hétkdznapi problémakban.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolddasi pontok
Szamhalmazok. Filozéfia: Gondolati
Szamhalmazok bdvitésének sziikségessége a természetes rendszerek felépitése.
szamoktol a komplex szamokig. Bizonyithatosag.

Algebrai szdmok, transzcendens szamok.
Halmazok szamossaga.
Halmazok ekvivalencidja.
Végtelen €s véges halmazok.
Megszamlalhat6 és nem megszamlalhatd halmazok.
Kontinuum-sejtés.
Matematikatorténet: Cantor, Hilbert, Godel.

Konstrukciok. Lehetetlenségi bizonyitasok.
Adott tulajdonsagli matematikai objektumok konstruélésa.




Adott tulajdonsagt sorozatok, fliggvények, egyenletek,
muveletek, abrak, lefedések, szinezések stb.

Annak indoklésa, hogy valamely konstrukcié nem hozhat6
1étre. (PL. Invaridns mennyiség keresésével.)

P¢ldak a matematika torténetébdl lehetetlenségi bizonyitasokra.

Kombinatorika. (A korabbi ismeretek 0sszegzése.)

Permutécio — ismétlés nélkiil és ismétléssel.

Variaci6 — ismétlés nélkiil és ismétléssel.

Kombinécio— ismétlés nélkiil és ismétléssel. (Ez utdbbi uj elem.)
Ismétlés, rendszerezés vegyes kombinatorikai feladatokon

keresztiil.

Binomialis egyiitthatok, tulajdonsagaik.
Pascal haromszog és tulajdonséagai.

Binomidlis tétel.

Matematikatirténet. Blaise Pascal.
Néhany kombinatorikus geometriai probléma.
Matematikatorténet: Erdds Pal.

Biologia-egészségtan:

Grafok. :

Grafelméleti alapfogalmak: cstcs, €1, fokszam, egyszerl graf, genetika.

Osszefliggd graf, komplementer graf, fagraf, kor, teljes graf).

Grafokra, €leikre, csticsok fokszamaira vonatkozo egyszert tételek.

Euler-vonal, Hamilton-kor.
Grafok alkalmazasa leszamolésos feladatokban — rendszerezd
ismétlés.

Matematikatorténet. Euler,

A matematika felépitése. Filozdfia: Gondolati
Fogalmak, alapfogalmak, axiomak, tételek, sejtések. rendszerek felépitése.
Miveletek a matematikdban. Allitasok igazolasanak
Miiveleti tulajdonsagok. szlikségessége.

Relaciok a matematikaban és a mindennapi ¢letben.
Relacidtulajdonsagok.

Bizonyitasi modszerek attekintése.

Direkt, indirekt bizonyitas, logikai szita formula, skatulyaelv,
teljes indukci6. Tételek megforditasa.

Kulcsfogalmak/ | Permutécio, variacid, kombinacid, miivelet, relacid, binomidlis egyiitthato.

fogalmak
Tematikai egység/ . " . Orakeret
Fejlesztési cél Hatvany, gyok, logaritmus 43 ora

Elozetes tudas

Hatvanyozas egész kitevdvel, hatvanyozas azonossagai, gyokvonas
azonossagai. Valos szdmok halmaza.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

A matematika belso fejlodésének felismerése, ) fogalmak alkotasa: a
racionalis kitevo értelmezése, az irracionalis kitevdji hatvany szemléletes
fogalmanak kialakitasa. Tajékozodas a vilag mennyiségi viszonyaiban:
exponencialisan, logaritmikusan valtoz6 mennyiségek. Mas
tudomdnyagakban a matematika alkalmazasanak felfedeztetése.




Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Az n-edik gyok fogalma.

A gyokvonas azonossagai.
Péros ¢és paratlan gyokkitevo.
Bevitel a gyokjel alé. Kivitel a gyokjel alol.
A szerkeszthetdség néhany kérdése.

A tort kitevdjli hatvany. Permanencia-elv. A raciondlis kitevdjii
hatvanyok, a hatvanyozas azonossagainak ismétlése.
Szamolas racionalis kitevdjii hatvanyokkal, gyokos
kifejezésekkel.
Irraciondlis szam kétoldali kozelitése racionalis szamokkal.
A hatvanyfogalom kiterjesztése irracionalis szamra.
Az exponencialis fiiggvény.
Az exponencidlis fliggvény dbrdzolésa, vizsgalata.

Technika, életvitel és
gyakorlat:
kamatszamitas,
hitelfelvétel,
torlesztorészlet-
Szamitas.

Fizika: radioaktivitas.

Exponencialis egyenletek, egyenldtlenségek.
Megoldas a definicid és az azonossagok alkalmazasaval.
Exponencidlis egyenletre vezetd valos problémak megoldésa.

Foldrajz: globalis
problémak (pl.
demografiai mutatok, a
Fold eltarto képessége
¢s az élelmezési
valsag, betegségek,

vilagjarvanyok,
tultermelés és
tulfogyasztas).
Szamolas 10 hatvanyaival, 2 hatvanyaival. Technika, életvitel és
A logaritmus fogalma. gyakorlat:
Logaritmus értékének meghatarozasa a definicio alapjan és zajszennyezes.

szamologéppel.
A logaritmus azonossagai.
Szorzat, hdnyados, hatvany logaritmusa, 4ttérés mas alapti
logaritmusra.
Az értelmezési tartomany valtozasanak vizsgalata az
azonossagok kétiranyu alkalmazéasanal.
A logaritmus azonossagainak alkalmazésa kifejezések
szamértékének meghatarozasara, kifejezések atalakitasara.
Matematikazorténet: Napier, Kepler; a logaritmus fogalmanak
kialakulasa, valtozasa. Logaritmustablazat.

Kémia: pH-szamitas.

A logaritmusfiiggvény.
A logaritmusfiiggvény dbrazolasa, vizsgalata.

Adott alaphoz taroz6 exponencialis és logaritmusfiiggvény kapcsolata.

Inverz fliggvénykapcsolat.

Fizika: régészeti
leletek —
kormeghatarozas.

Logaritmusos egyenletek, egyenldtlenségek.
Megoldas a definici6 és az azonossagok alkalmazasaval.
Ertelmezési tartomény vizsgalatdnak fokozott sziikségessége
logaritmusos egyenleteknél.

Paraméteres exponencialis és logaritmusos egyenletek.

Egyenletek ekvivalencidjaval kapcsolatos ismeretek 0sszegzése.




Kulcsfogalmak/

Racionadlis kitevdjii hatvany. Exponencialis ndvekedés, csokkenés.

fogalmak Logaritmus.
Tematikai egység/ . . Orakeret
Fejlesztési cél Trigonometria 40 ora

Elozetes tudas

Vektorokkal végzett miiveletek. Hegyesszogek szogtiiggvényei,
sz0gmérés fokban €s radidnban, szogfiiggvények kozotti egyszerii
Osszefiiggések

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési

A geometriai latasmod fejlesztése. A mivelet fogalmanak bovitése egy
ujszerli miivelettel, a skaldris szorzéssal. Algebrai és a geometriai
modszerek kozos alkalmazasa szamitasi, bizonyitési feladatokban. A
tanultak felfedeztetése mas tudomanyteriileteken. A fliggvényszemlélet

céljai

alkalmazasa az egyenletmegoldas sordn, végtelen sok megoldas keresése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolédasi pontok

A vektorokrol tanultak rendszerez6 ismétlése:
— avektor fogalma,
— vektormiveletek,
— vektorfelbontas.
A vektorok koordinataival végzett muveletek és
tulajdonsagaik.
A vektor 90°-os elforgatottjanak koordinatai.

A szogfiiggvények altalanos értelmezése.

Forgasszog, egységvektor, vektorkoordinatak.

A szogfiiggvények eldjele a kiilonbozd siknegyedekben.
Szogfliggvények kozotti osszefliggések.

Egyszerl trigonometrikus 0sszefliggések bizonyitasa.
A trigonometrikus fliggvények.
A szogfiiggvények értelmezési tartomanya, értékkészlete, zérushelyek,
sz¢élséérték, periodus, monotonitas, paritas
A trigonometrikus fliggvények transzformaltjai, fiiggvényvizsgalat.

Fizika: harmonikus
rezgdmozgas,
hulldammozgas leirasa.

Informatika:
grafikonok elkészitése
szamitogépes
programmal.

Két vektor skalaris szorzata.
A skalaris szorzat tulajdonséagai.
A skalaris szorzas alkalmazasa szamitasi €s bizonyitasi
feladatokban.
Merdleges vektorok skalaris szorzata.
Sziikséges ¢és elégséges feltétel.
Két vektor skalaris szorzatanak kifejezése a vektorkoordinatak
segitségével.
A skalaris szorzat ¢és a Cauchy-egyenldtlenség kapcsolata.
Vektorok vektoridlis szorzata.
(Szemléletes kép, bizonyitasok nélkiil.)

Fizika: munka,
elektromossagtan.

A haromszog teriiletének kifejezése két oldal és a kozbezart szog
segitségével.

A haromszog egy oldalanak kifejezése a koré irt kor sugara és
szemkozti sz0g segitségével.

Technika, életvitel és
gyakorlat: alakzatok
adatainak
meghatarozasa.




Szinusztétel.
Koszinusztétel.
A tételek pontos kimondasa, bizonyitasa.
Kapcsolat a Pitagorasz-tétellel.
Altalanos haromszog adatainak meghatarozasa. Egyértelmiiség
vizsgalata.
Szogtavolsag, teriilet meghatarozasa gyakorlati problémakban
IS.
Bizonyitasi feladatok.

Féldrajz: Tavolsagok,
szogek kiszamitasa —
terepmérési feladatok.
GPS:
helymeghatarozas.

Szogfiiggvények kozotti osszefiiggések.
Addicios tételek:
—  két szog dsszegének ¢€s kiilonbségének szogfiiggvényei,
— egy szOg kétszeresének szogfiiggvényei,
— félszogek szogfiiggvényei,
— két szog 0sszegének és kiillonbségének szorzatta alakitésa.
A trigonometrikus azonossagok hasznalata, tobb lehetdség
koziil a legalkalmasabb 0sszefiiggés megtalalasa.
Trigonometrikus kifejezések értékének meghatarozasa.
Haromszdgekre vonatkoz6 feladatok addicios tételekkel.

Trigonometrikus egyenletek.
Az 6sszes megoldas megkeresése. Hamis gyokok elkeriilése.

Fizika: rezgémozgas,
adott kitéréshez,

Trigonometrikus egyenldtlenségek. sebességhez,
Grafikus megoldas, vagy egységkor alkalmazasa. gyorsulashoz tartozo

1d6tdl fiiggd periodikus jelenségek vizsgalata. id6pillanatok

Trigonometrikus kifejezések szélsdértékének keresése. meghatarozasa.

Kulcsfogalmak/

Skalaris szorzat, szinusztétel, koszinusztétel, trigonometrikus azonossag,

fogalmak egyenlet, egyenl6tlenség.
Tematikai egység/ . . Orakeret
Fejlesztési cél Koordinatageometria 24 éra

Elozetes tudas

Koordinata-rendszer, vektorok, vektormiiveletek megadasa
koordinatakkal. Ponthalmazok koordinéata-rendszerben. Fiiggvények
abrazolasa. Els6fokl, masodfokl egyenletek, egyenletrendszerek
megoldasa.

A tem’a t.lka.l CEYSCS | Elemi geometriai ismeretek megkdzelitése 0j eszkozzel. Geometriai
nevelési-fejlesztési s . . - C s .
céljai problémak megoldésa algebrai eszk6zokkel. Szamitogép hasznalata.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolddasi pontok
A Descartes-féle koordinata-rendszer. Informatika:
A helyvektor és a szabadvektor. szamitogépes program
hasznalata.

Vektor abszolut értékének kiszamitésa.
Két pont tavolsaganak kiszamitasa.

A Pitagorasz-tétel alkalmazasa.
Két vektor hajlasszoge.




Skalaris szorzat hasznalata.

Szakasz osztopontjanak koordinatai.

A haromszdg sulypontjanak koordinatai.
Elemi geometriai ismereteket alkalmazunk, vektorokat
hasznalunk, koordinatakat szamolunk.

Fizika: alakzatok
tomegkdzéppontja.

Az egyenes helyzetét jellemz6 adatok: irdnyvektor, normalvektor,
iranyszog, iranytangens.
A kiilonboz6 jellemzdk kozotti kapesolat értése, hasznalata.
Az egyenes egyenletei.
— Adott pontra illeszkedd, adott normalvektora egyenes, illetve
sik egyenlete.
— Adott pontra illeszkedd, adott iranyvektori egyenes egyenlete
sikban, egyenletrendszere térben.
— IrénytényezOs egyenlet.
Geometriai feladatok megoldasa algebrai eszkozokkel.
Kétismeretlenes linearis egyenlet és az egyenes egyenletének
kapcsolata.
A feladathoz alkalmas egyenlettipus kivalasztasa.
Két egyenes parhuzamossaganak és merdlegességének a feltétele.
Két egyenes metszéspontja.
Két egyenes szoge.
Skalaris szorzat hasznalata.

Fizika: mérések
értékelése.

Informatika:
szamitogeépes program
hasznalata.

A kor egyenlete.
Kétismeretlenes masodfoku egyenlet és a kor egyenletének
kapcsolata.

Kor és egyenes kolcsonds helyzete.

A kor érintéjének egyenlete.

Két kor kozos pontjainak meghatarozasa.
Masodfoku, kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasa.
A diszkriminans vizsgalata, diszkusszio.
Szerkeszthet6ségi kérdések.

Informatika:
szamitogépes program
hasznalata.

A parabola tengelyponti egyenlete.

A parabola pontjainak tulajdonsaga: fokuszpont, vezéregyenes.

A parabola és a masodfoku fiiggvény.

Teljes négyzetté kiegészités.

A parabola és az egyenes kdlcsonos helyzete.
A diszkriminans vizsgalata, diszkusszio.

Fizika: geometriai
optika, fényszoro,
visszapillant6 tiikor.

Osszetett feladatok megolddsa paraméter segitségével, vagy a
szerkesztés menetének kovetésével.
Mértani helyek keresése.

Apollonius-kor.

Merdleges affinitassal kapott mértani helyek.
Ponthalmazok a koordinatasikon.

Egyenl6tlenséggel megadott egyszeri feltételek.

Informatika: tobb
feltétel egyiittes
vizsgalata.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

egyenlete.

Vektor, iranyvektor, normalvektor, irdnytényezd. Egyenes, kor, parabola




Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Orakeret
30 ora

Sorozatok

Elozetes tudas

Szamtani sorozat, mértani sorozat fogalma, egyszerti alapdsszefiiggések.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

A hétkdznapi életben, matematikai problémaban a sorozattal leirhato
mennyiségek észrevétele. Sorozatok megadasi modszereinek
alkalmazasa. Osszefliggések hatékony alkalmazasa.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

A sorozat fogalma, megadasa, abrazolasa.

Korabbi ismeretek rendszerez6 ismétlése.
Sorozat megadasa rekurzioval — Fibonacci-sorozat.
Rekurziv sorozat n-edik elemének megadasa.
Matematikatorténet. Fibonacci.

Informatika:
algoritmusok.

Szamtani sorozat.

A szamtani sorozat n-edik tagja.
A szémtani sorozat elsé n tagjanak Gsszege.

Mértani sorozat.

Fizika; kemia;
biologia-egészségtan,
foldrajz; torténelem,
tarsadalmi és

A mértani sorozat n-edik tagja. allampolgari

A mértani sorozat elsé n tagjanak dsszege. ismeretek: linearis és

Matematikatorténet. Gauss. exponencialis
Szamitasi feladatok szamtani és mértani sorozatokra. folyamatok.

Széveges faladatok gyakorlati alkalmazasokkal.
A szamtani sorozat mint linearis, és a mértani sorozat mint
exponencialis fliggvény dsszehasonlitasa.

Gyakorlati alkalmazasok — kamatos kamat szamitasa.

Technika, életvitel és
gyakorlat: hitel —
addssag — eladosodas.

Torlesztési feladatok.
Pénziigyi alapfogalmak — kamatos kamat, torlesztorészlet, hitel,
THM, gytijtéjaradék.

Véges sorok 0sszegzése.
Szamtani és mértani sorozatbol eléallitott szorzatok
Osszegzése.

Sorozatok konvergencidja.

A hatarérték szemléletes és pontos definicidi.
Miveletek konvergens sorozatokkal.

Konvergens és divergens sorozatok.

Az Q/E , Q/ﬁ [1+%J sorozatok.

Konvergens sorozatok tulajdonsagai.
Torlodasi pont.
Konvergens sorozatnak egy hatarértéke van.
Minden konvergens sorozat korlatos.
Monoton ¢és korlatos sorozat konvergens.
Konvergens sorozatokra vonatkozo6 egyenldtlenségek.
Renddrelv.




Végtelen sorok.

Végtelen sor konvergencidja, 6sszege.
Végtelen mértani sor.

Szakaszos végtelen tizedes tort atvaltasa.
Tovabbi példak konvergens sorokra.

Teleszkopos 0sszegek.

Négyzetszamok reciprokainak 6sszege.

Kulcsfogalmak/ | Sorozat, szamtani sorozat, mértani sorozat, kamatos kamat, rekurziv sorozat.

fogalmak

Tematikai egység/ | Nevezetes egyenlétlenségek, szélsoérték-feladatok elemi | Orakeret

Fejlesztési cél megoldasa

15 ora

Elozetes tudas

Nevezetes azonossagok ismerete. Kozepek és sorendjiilk ismerete két
valtozora. Masodfoku és trigonometrikus fliiggvények ismerete.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

szerzése optimalis megoldasok keresésében.

Gyakorlati problémak matematikai modelljének felallitdisa. A modell
hatokorének vizsgalata, a kapott eredmény Osszevetése a valosaggal. A
sz€lséérték-problémahoz ill6 megoldasi mod kivalasztasa. Gyakorlat

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Azonos egyenldtlenségek.
Nevezetes kozepek kozotti egyenltlenségek.
(Tobb valtozos alak bizonyitasa fokozatos kozelités
modszerével.)
Nevezetes kozepek kozotti egyenltlenségek alkalmazasa
szélsdérték-feladatok megoldasaban.

Szélséérték-feladatok megoldasa fliggvénytulajdonsagok segitségével.

(Mésodfoku és trigonometrikus fiiggvényekkel.)

Szélséérték-feladatok megoldasa fokozatos kozelités modszerével.
Kornyezetvédelem: legrovidebb utak és egyéb optimalis
modszerek keresése.

Bernoulli-egyenlétlenség.

Cauchy-egyenlétlenség.

Jensen-egyenlétlenség. (Bizonyitas nélkiil, szemléletes képpel.)

Kulcsfogalmak/ | Szélséérték. Nevezetes kozép.
fogalmak

Tematikai egység

Fejlesztési cél Statisztika, valosziniliség

Orakeret
24 ora

Elozetes tudas

Adatok elemzése, tablazatok, grafikonok hasznalata. Terjedelem, atlag,
median, modusz, szords. Klasszikus valdszintiségi modell.




A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

valoszinliség — a nagy szamok torvénye.

A valoszinliség fogalmanak bovitése, mélyitése. A kombinatorikai
ismeretek alkalmazasa valosziniiség meghatarozasara. Mit jelent a

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Statisztikai mintavétel.

Mintavétel visszatevéssel, visszatevés nélkil.

Szamsokasagok jellemzése: atlag, median, modusz, szoras.
Gyakorlati példak arra, hogy mikor melyik mutatdval célszerti
jellemezni a szamsokasagot.

Atlagos abszolat eltérés, atlagos négyzetes eltérés.
A medién és az atlag minimumtulajdonsaga.

Kozvélemény-Kutatas, statisztikai évkonyv, mindségellendrzés.

Informatika:
tablazatkezeld,
adatbazis-kezel6
program hasznalata.

Torténelem,
tarsadalmi és
dllampolgari
ismeretek: valasztasok.

Eseményalgebra.
Kapcsolat a halmazok és logika miiveleteivel.
Matematikatorténet. George Boole.

Véletlen jelenségek megfigyelése.
A modell és a valosag kapcsolata.
Véletlen jelenségek szamitogépes szimulaciodja.
Szerencsejatékok elemzése.
Klasszikus valdszintiségi modell.
Események Osszegének, szorzatanak, komplementerének
valdsziniisége.
Kizaré események, fiiggetlen események valosziniisége.
Feltételes valosziniiség.
Mintavételre vonatkozo valdszinliségek megoldasa klasszikus
modell alapjan.
Nagy szamok torvénye (szemléletes targyalas képletek nélkiil).
Geometriai valosziniiség, varhato érték.
Matematikatorténet. Polya Gyorgy, Rényi Alfréd.

Informatika: véletlen
jelenségek
szamitogeépes
szimulacidja.

Kulcsfogalmak/ | Valosziniiség, kizard esemény, fliggetlen esemény.

fogalmak

Gondolkodasi és megismerési modszerek

A fejlesztés vart
eredményei all.

évfolyam végén — Bizonyitasi modszerek attekintése.

— Halmazok szdmossagaval kapcsolatos ismeretek attekintése.
— A kombinatorikai problémak rendszerezése.

— A grafok eszkoz jellegli hasznalata probléma megolddsaban.
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Szamelmélet, algebra

A Kkiterjesztett gyok-, és hatvanyfogalom ismerete.

A logaritmus fogalmanak ismerete.

A gy0k, a hatvany és a logaritmus azonossagainak alkalmazésa
konkrét esetekben probléma megoldasa céljabol.

Exponencialis és logaritmusos egyenletek megoldasa, ellenérzése.
Trigonometrikus egyenletek megoldasa, az azonossagok
alkalmazasa, az 6sszes gyok megtalalasa.

Egyenletek ekvivalencidjanak attekintése.

A szamologép biztos hasznalata.

Fiiggvények, az analizis elemei

Exponencialis-, logaritmus- és a trigonometrikus fiiggvények
értelmezése, abrazolasa, jellemzése.

Fliggvénytranszformaciok.

Exponencialis folyamatok matematikai modellje.

A szamtani és a mértani sorozat. Rekurziv sorozatok.

Pénziigyi alapfogalmak ismerete, pénziigyi szamitdsok megértése,
reprodukalasa, kamatos kamatszamités elvégzése.

Sorozatok vizsgalata monotonités, korlatossag, hatarérték
szempontjabol. Véges és végtelen sorok 0sszegzése.

Geometria

Vektorok a koordinata-rendszerben, helyvektor,
vektorkoordinatak.

Két vektor skalaris szorzata, vektorialis szorzata.

Jartassag a haromszogek segitségével megoldhatd problémak
onallo kezelésében, szinusztétel, koszinusztétel alkalmazasa.

A geometriai ¢s algebrai ismeretek kozotti kapcsolodas elemeinek
ismerete: tavolsag, sz0g szamitasa a koordinata-rendszerben, kor,
egyenes, parabola egyenlete, geometriai feladatok algebrai
megoldasa.

Valosziniiség, statisztika

Statisztikai mutatok hasznalata adathalmaz elemzésében.

A valdszinliség matematikai fogalma, klasszikus kiszdmitasi
modja.

Mintavétel €s valoszinliség kapcsolata, alkalmazasa.
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12. évfolyam

Heti 7 ora

Tematikai egység cime orakeret
1. Gondolkodasi és megismerési mddszerek -
2. Szamtan, algebra -
3. Osszefiiggések, fiiggvények, sorozatok 45 ora
4. Geometria 65 ora
5. Valosziniiség, statisztika -
Osszefoglalas, gyakorlas, ismétlés 95 6ra
EllenOrzés, szamonkérés 12 6ra
Az 0ssz. Oraszam 217 ora

Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Folytonossag, differencialszamitas

Orakeret
45 ora

Elozetes tudas

Fiiggvények megadasa, értelmezési tartomany, értékkészlet. Fliggvények
jellemzése: zérushely, korlatossag, sz¢élséértek, monotonitas, paritas,

periodicitds. Sorozatok hatarértéke.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési

Megismerkedés a fliggvények vizsgalatdnak G modszerével. A fliggvény
folytonossaga ¢s hatarértéke fogalmanak megalapozéasa. A
differencidlszamitds modszereinek hasznalata a fliggvények lokalis és

céljai: globalis tulajdonsagainak vizsgalatara. Alkalmazasok keresése a
matematikan kiviili teriileteken — fizika, kozgazdasagtan — is.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolédasi pontok
A valos szamok halmazan értelmezett fliggvények jellemzése. Informatika:

Korabbi ismeretek rendszerezd ismétlése. szamitdgépes szoftver
alkalmazasa
fliggvények
grafikonjanak
megrajzolasara.

Fliggvény hatarértéke.
A fliggvények hatarértékének szemléletes fogalma, pontos
definicioi. Jelolések.
Fiiggvények véges helyen vett véges; véges helyen vett
végtelen; végtelenben vett véges; végtelenben vett végtelen
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hatarértéke.
A sorozatok ¢€s a fliggvények hatarértékének kapcsolata.
sin x o s
A —— fliggvény vizsgalata, az X = 0 helyen vett hatarértéke.
X

A hatarérték szamitogépes becslése.

A fiiggvények folytonossaga.
P¢ldék folytonos és nem folytonos fliggvényekre.
A folytonossag definicioi.

Intervallumon folytonos fiiggvények.
Korlatos és zart intervallumon folytonos fliggvények
tulajdonsagai.
(Bizonyitasok nélkiil, de ellenpéldak mutatdsaval azokra az
esetekre, ha az intervallum nem korlatos, nem zart, illetve, ha a
fliggvény nem folytonos.)

Fizika: példak
folytonos ¢és diszkrét
mennyiségekre.

Bevezetd feladatok a differencidlhanyados fogalménak eldkészitésére.
A fiiggvénygorbe érintdjének irdnytangense.
A pillanatnyi sebesség meghatarozasa.

Fizika: az ut-id6
fliggvény és a
pillanatnyi sebesség
kapcsolata; a sebesség-
1d6 fiiggvény és a
gyorsulas kapcsolata.
A fluxus és az indukalt
fesziiltség kapcsolata.

Biologia-egészségtan:
populécid
novekedésének atlagos
sebessége.

A differencidlhatosag fogalma.

A kiilonbségi hanyados fliggvény, a differencialhanyados

(derivalt), a derivaltfiiggvény.

Példak nem differencialhato fiiggvényekre is.

Kapcsolat a differencialhat6 és a folytonos fliggvények kozott.
Alapfiiggvények derivaltja: konstans fiiggvény, X", trigonometrikus
figgvények derivaltja.

Miiveletek differencialhato fliggvényekkel.

Fiiggvény konstansszorosanak derivaltja, 6sszeg, szorzat,

hanyados, Osszetett fliggvény derivaltja.

Inverz fiiggvény derivaltja.

Exponencialis és logaritmusfiiggvény derivaltja. (Bizonyitas nélkiil.)
Magasabb rendll derivaltak.
Matematikatorténet. Fermat, Leibniz, Newton, Cauchy, Weierstrass.

Fizika: harmonikus
rezgémozgas kitérése,
sebessége, gyorsulasa
— ezek kapcsolata.

A fiiggvény tulajdonsagai €s a derivalt kapcsolata.
Lokalis novekedés, fogyas — intervallumon monoton fiiggvény.
Szélsoérték — lokalis szEélsdérték, abszolut szélsoérték.
A sziikséges ¢s az elégséges feltételek pontos megfogalmazasa,
alkalmazasa.

Fizika: fizikai tartalmu
fiiggvények (pl. ut-ido,
sebesség-1do)
derivaltjainak
jelentése.

Konvexitas vizsgalata derivalassal.

13




A konvexitas definicidja.
Inflexids pont.
A masodik derivalt és a konvexitas kapcsolata.

Fliggvényvizsgalat differencialszamitassal.
Osszevetés az elemi modszerekkel.

Gyakorlati jellegli szélséérték-feladatok megoldasa. Fizika: Fermat-elv,

A differencialszamitas és az elemi modszerek dsszevetése. Snellius-Descartes
torvény. Fizikai jellegli
szélsoértek-problémak.

Fliggvény folytonossaga, hatarértéke. Kiilonbségi hanyados fliggvény,
derivalt, derivaltfliggvény, magasabb rendii derivalt. Monotonitas, lokalis
sz€ls6érték, abszolut szEélsdérték. Konvex, konkév fliggvény.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Tematikai egység/ e s . Orakeret
Fejlesztési cél Integralszamitas, térgeometria 65 6ra

Folytonos fliggvények fogalma. Teriiletszamitas elemei. Sorozatok, véges

El6zetes tudas sorok. Differencialasi szabalyok ismerete.

Az integralszamitas modszereivel talalkozva bovitjiik a kozelitd
modszerek ismeretét. A fliggvény alatti teriilet alkalmazésai a matematika
és a fizika tobb teriiletén. Attekintd képet alakitunk ki a térgeometriardl, a
felszin- és térfogatszamitds modszereirdl.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

Ismeretek és fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok

A teriiletszamitas alapelvei.
Neéhany egyszerlibb alakzat teriiletének levezetése az
alapelvekbdl.
A teriiletszamitas modszereinek attekintése.
Teriiletszamitasi modszerek alkalmazasa a matematika mas
témakoreiben (pl. geometriai bizonyitdsokban).

A térfogatszamitas alapelvei.
Neéhany egyszertibb test térfogatanak levezetése az
alapelvekbdl.
A térfogatszamités attekintése.
A térfogatszamitas néhany 01j eleme.
Cavalieri-elv, a gula térfogata.
Csonka gula térfogata.
ErintSpoliéderek térfogata.
Alakzatok felszine, haloja.
Csonkaktp felszine.
Gomb felszinének levezetése (heurisztikus, nem preciz médszerrel).

Térgeometria elemei. Kémia: kristalyok.

Tetraéderekre vonatkozo6 tételek.
(Van-e beirt, koriilirt gombje, stlypontja, magassagpontja?) Miivészetek:
Ortogonalis tetraéder. szimmetriak.
Tetraéder és paralelepipedon.
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Euler-féle poliéder-tétel. (Bizonyitas nélkiil.)
Szabalyos testek.

Bevezeto feladatok az integral fogalméahoz.
Fliggvény grafikonja alatti tertilet.
A megtett Ut s a sebesség-id6 grafikon alatti teriilet.
A munka kiszdmitasa az er6-ut grafikon alatti teriilet alapjan.

Also és felso kozelitd Osszegek.
Az intervallum felosztasa, a felosztas finomitasa.
Kozelités véges 0sszegekkel.
A hatérozott integral fogalma, jelolése.
A szemléletes megkdzelitésre alapozva jutunk el a pontos
definicioig.
Példa nem integralhat6 fliggvényre is.
Negativ fliggvény hatarozott integralja.
A hatérozott integral és a teriilet-eldjeles tertilet.
Az integral kozelitd kiszamitésa.
Szamitogépes szoftver hasznalata a hatarozott integral
szemléltetésére.
Matematikatérténet. Bernhard Riemann.

Az integralhatosag sziikséges és elegendo feltétele.
Korlétos és monoton fiiggvények integralhatosaga.
A hatarozott integral tulajdonsagai.

Fizika: A munka és a
mozgasi energia.
Elektromos fesziiltség
két pont kozott, a
potencial.
Tehetetlenségi
nyomatek. Alakzat
tomegkozéppontja. A
hidrosztatikai nyomas
¢és az edény oldalfalara
hat6 erd. Effektiv
aramerosség,
fesziiltség.

Az integral mint a felsé hatér fiiggvénye.
Integralfiiggvény.
Folytonos fliggvény integralfiiggvényének derivaltja.
Kapcsolat a differencidlszamitas és az integralszamitas kozott.
A primitiv fiiggvény fogalma.
A primitiv fliggvények halmaza — a hatarozatlan integral:
— hatvanyfliggvény, polinom fiiggvény;
— trigonometrikus fliggvények;
— exponencialis fliggvény, logaritmusfiiggvény.
A Newton-Leibniz tétel.
Integralasi modszerek: integralds helyettesitéssel.
Matematikatiorténet. Newton, Leibniz, Euler.

Az integralszamitas alkalmazasa matematikai és fizikai problémakra.
Két fliggvénygdrbe kozotti teriilet meghatarozasa.
Forgastest térfogatanak meghatarozasa.
Henger, kap, csonka kup, gdbmb, gombszelet térfogata.

Fizika: Potencial,
munkavégzéselektrom
os, illetve gravitacios
er6térben. Valtakozo
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Az integralas kozelit6 modszerei — numerikus modszerek. aram munkadja, effektiv

aram és fesziiltség.

Néhany egyszerlibb improprius integral.

Néhany hatvanysor (formalis meghatarozas integralassal).
Hatvanysorok szerepe a matematikaban, fizikaban,
informatikaban.

Hogyan szdmolnak az egyszerli szdmologépek 12 jegy

pontossaggal?

Kulcsfogalmak/

Also és felso kozelitd Osszeg, hatarozott integral. Primitiv fliggvény,
hatarozatlan integral. Felszin, térfogat, forgastest, csonkagula, csonkakup,

fogalmak aBmb.
Tem::ltlkalre.gy§eg/ Rendszerezo osszefoglalas Oralferet
Fejlesztési cél 95 ora

Elozetes tudas

A4 év matematika tananyaga.

Ismeretek rendszerezése, alkalmazasa az egyes témakdrokben.

A tematikai egység | Felkészités az emelt szintli érettségire: az 6nalld rendszerezés,
nevelési-fejlesztési | [ényegkiemelés, torténeti attekintés készségének tovabbfejlesztése,
céljai alkalmazasi lehetdségek megtaldlasa. Kapcsolatok keresése kiilonb6zo
témakorok kozott.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolédasi pontok
Gondolkoddsi modszerek Filozéfia: gondolati
Halmazok, matematikai logika rendszerek felépitése,

Halmazok, megadasi modjaik, részhalmaz, kiegészitd halmaz. | fejlodése.

Halmazok ko6zotti miiveletek.
Végtelen halmazok elmélete; szamossagok.
Allitasok, logikai értékiik.
Negacid, konjunkcio, diszjunkcio, implikéacio, ekvivalencia.
Univerzalis és egzisztencialis kvantor.
Kombinatorika,
Permutacio, variacio, kombinacio.
Binomialis tétel. Pascal haromszog.
Elemi grafelméleti ismeretek.
Euler-féle poliédertétel.
A bizonyitasok fejlédése és a bizonyitasi modszerek

valtozasa.

Nevezetes sejtések.

grafok, algoritmusok

Algebra és szamelmélet Fizika, kémia:
Miiveletek kifejezésekkel szamitasi feladatok
Algebrai kifejezések atalakitasai, nevezetes szorzatok. megoldasa.

A hatvanyozas azonossagai.
A matematikai fogalmak fejlédése, permanencia-elv.
Gyokos kifejezések atalakitisai.
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Exponencidlis €s logaritmikus kifejezések atalakitasai.
Szamelmélet
Oszthat6sagi szabalyok. Szamolas maradékokkal.
Primszamok.
Oszthatosagi feladatok megoldasa.
Egyenletek, egyenlotlenségek, egyenletrendszerek
Linearis ¢€s linedrisra visszavezethetd egyenletek,
egyenldtlenségek, egyenletrendszerek.
Masodfokt és masodfokura visszavezetheto egyenletek,
egyenlOtlenségek, egyenletrendszerek.
Gyokos egyenletek, egyenldtlenségek.
Exponencidlis és logaritmikus egyenletek, egyenlétlenségek,
egyenletrendszerek.
Trigonometrikus egyenletek, egyenldtlenségek,
egyenletrendszerek.
Polinomok algebréja.
Paraméteres egyenletek, egyenldtlenségek.

Fiiggvények, sorozatok, az analizis elemei
Fiiggvények
A fliggvény fogalma.
Fiiggvények rendszerezése a definiald kifejezés szerint:
konstans, lineéris, egészrész, tortrész, masodfok,
abszolutérték, exponencialis, logaritmus-, trigonometrikus
fliggvények.
Fiiggvények rendszerezése tulajdonsagaik szerint.
Fiiggvénytranszformaciok.
Valoés folyamatok elemzése fliggvénytani modellek szerint.
Sorozatok, sorok
A sorozat fogalma.
Szamtani, mértani sorozat.
Rekurzioval megadott egyéb sorozatok.
Sorozatok monotonitasa, konvergenciaja.
A végtelen mértani sor.
Analizis
Fiiggvények korlatossaga és monotonitasa.
Fiiggvény hatarértéke, folytonossaga.
Differencidlhanyados, derivalt fiiggvény.
Differencialisi szabalyok.
L’Hospital-szabaly.
Fliggvényvizsgalat differencialas segitségével.
Sz¢lséérték-meghatarozasi modok.
A tanult fliggvények primitiv fliggvényei.
Integralasi modszerek.
A hatarozott integral.
Newton-Leibniz tétel.
A hatarozott integral alkalmazésai.
Improprius integral.

Informatika:
szamitogeépes
programok hasznalata
fliggvények
abrazolasara,
vizsgélatara.

Fizika: Az analizis
alkalmazasai a
fizikaban. A
matematika és a fizika
kolcsonhatasa az
analizis modszereinek
kialakulasaban.

Geometria
Geometriai alapfogalmak

Miivészetek:
szimmetriak,

17




Térelemek kdcsonds helyzete, tavolsaga, szoge.
Geometriai alakzatok, bizonyitdsok
Nevezetes ponthalmazok.
Sikidomok, testek, tulajdonsagaik.
Elemi sik- és térgeometriai tételek.
Geometriai transzformdciok
Egybevagosagi €s hasonlosagi transzformaciok,
tulajdonségaik.
Szerepiik a bizonyitasokban és a szerkesztésekben.
Vektorok, trigonometria, koordindta-geometria
Vektor fogalma, miiveletek a vektorok korében.
Matematikai fogalmak fejlédésének kovetése.
Vektorfelbontas, vektorok koordinatai.
Hegyesszog szogfliggvényei. Szinusz- és koszinusztétel.
A héromszog hianyz6 adatainak kiszamolasa.
Trigonometrikus azonossagok.

Az egyenes egyenletei, egyenletrendszere (sikban és térben).

A kor egyenletei.
A kupszeletek definicioja, egyenleteik.

Geometriai mértékek
A hosszisag és a szog mértékei. Kiszamolasi modjaik.
A kétoldali kozelités mddszere. A teriilet fogalma és
kiszamitasi modjai.
A felszin és térfogat fogalma és kiszamitasi modjai.
Az integralszamitas felhasznalasa alakzatok mértékének
kiszdmitasédhoz.

aranymetszes.

Informatika:
szamitogepes
geometriai programok
hasznalata.

Valosziniiségszamitas, statisztika
Statisztikai alapfogalmak: modus, median, atlag, szoras.
Eseményalgebra ¢s miiveleti tulajdonsagai. Teljes

Informatika:
tablazatkezeld,
adatbazis-kezel6

eseményrendszer. program hasznalata.
A mateatika kiilonb6z6 teriileteinek dszekapcsolasa: Boole-
algebra. Fizika: fizikai
Grafikonok, tablazatok, diagrammok készitése €s olvasasa. jelenségek
Valoszintliségi kisérletek, gyakorisag, relativ gyakorisag. valdsziniiségi
A valdsziniiség kiszamitasi modjai. modellje.
Feltételes valoszintiség.
Mintavételi feladatok klasszikus modell alapjan.
Szerepiik a mindennapi életben.
A véletlen szabalyszerliségei, a nagy szamok torvénye.
A kozvéleménykutatas elemei.

Motivacios témakorok Informatika:
Néhany matematikatorténeti szemelvény. konyvtarhasznalat,
A matematikatorténet néhany érdekes problémdjanak internethasznalat.

attekintése. Pl. Rényi Alfréd: Dialogusok a matematikarol.
Matematikusokkal kapcsolatos torténetek.

Matematika alapt jatékok.

Elemzokészség fejlesztése.

Logikai feladvanyok, konstrukcios feladatok.

Kreativitéas fejlesztése.
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A matematika néhany filozofiai kérdése.
A matematika fejlédésének kiilsd és bels hajtoerdi.
Néhany megoldatlan és megoldhatatlan probléma.

A fejlesztés vart
eredményei al2.
évfolyam végén

Fiiggvények, az analizis elemei
— A fiiggvények vizsgalata, jellemzése elemi eszkozokkel és
differencidlszdmitas hasznélataval.
— Az integralszamitas hasznalata, gyakorlati alkalmazasa

Geometria
— Térbeli viszonyok, testek felismerése, geometriai modell
készitése.
— Téavolsag, szog, keriilet, teriilet, felszin és térfogat kiszdmitasa.
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